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Le modeéle d’Anderson
Localisation des vecteurs propres
Etat de l'art

Le Modéle d'Anderson, étude spectral d'un systéme physique aléat

I-Le Modéle d’Anderson, étude spectral d’un systéme physique
aléatoire.
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Le modéle d'Anderson
Localisation des vecteurs propres
Etat de l'art

Le Modéle d'Anderson, étude spectral d'un systéme physique aléat

Modéle d'Anderson.

Modeéle d’Anderson (1958)
Sur Q=0,L]nZ?

96 = (~A+aVo)p = Ho

avec A le laplacien sur €, et Vi, un potentiel aléatoire.

(A9)(x)= X [0(y)—9(x)]  (Vud)(x) = vx(@)9(x)

X~y

ol vy sont des variables aléatoires iid. (Figure @ =0, a #0)
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Le modéle d'Anderson
Localisation des vecteurs propres.
Etat de l'art

Le Modéle d'Anderson, étude spectral d'un systéme physique aléat

Des vecteurs propres du Hamiltonien d'Anderson

Un vecteur propre dans le cas sans ou avec désordre.
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Le modéle d'Anderson
Localisation des vecteurs propres.
Etat de l'art

Le Modéle d'Anderson, étude spectral d'un systéme physique aléat

Des vecteurs propres du Hamiltonien d'Anderson

Un vecteur propre dans le cas sans ou avec désordre.
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Le Modéle d' Anderson, étude spectral d'un systéme physique aléat - modéle d'Anderson
Localisation des vecteurs propres.

Etat de l'art

Cas a une dimension

An eigevector, d=1,N=1000.0 =0
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Le Modéle d' Anderson, étude spectral d'un systéme physique aléat - modéle d'Anderson
Localisation des vecteurs propres.

Etat de l'art

Transport balistique et localisation dynamique.

Solution of the Shrodinger equation,t =0, N = 10001 = 10,0 =0
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Le modeéle d’Anderson
Localisation des vecteurs propres.
Etat de l'art

Le Modéle d'Anderson, étude spectral d'un systéme physique aléat

Transport balistique et localisation dynamique.

Solution of the Shrodinger equation, = 100, N = 1000, = 10,0 =0

Loo 030

075 025

050
020

025
000 015
o 0.10

050
005

075
-L00 0.00

1) 200 00 60 880 1000 ) 200 200 600 800 1000
Solution of the Shrodinger equation, ¢ = 100, N'= 1000,/ =10.0 =1

030

100
075 025

0s0
020

025
. m "
o 010

-0.50
005

075
-100 0.00

0 200 00 600 800 1000 ) 200 400 600 800 1000

Raphael Ducatez Modéle d’'Anderson et produit de matrices aléatoires



Le Modle d'Anderson, étude spectral d'un systéme physique aleat L Modidle d Anderson

Localisation des vecteurs propres.
Etat de l'art

Transport balistique et localisation dynamique

Solution of the Shrodinger equation,t =300, N= 1000,/ = 10,5 =0
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Le Modle d'Anderson, étude spectral d'un systéme physique aleat L Modidle d Anderson

Localisation des vecteurs propres.
Etat de l'art

Transport balistique et localisation dynamique

Solution of the Shrodinger equation, ¢ = 1000, N = 1000,1= 10,0 =0
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Le modeéle d’Anderson
Localisation des vecteurs propres
Etat de l'art

Le Modéle d'Anderson, étude spectral d'un systéme physique aléat

Etat de I'art

Localisation en dimension > 2
o Si l'aléa est suffisamment fort, on a la localisation partout.

@ Quelque soit I'aléa, on a la localisation sur les bords du spectre.

Probléme ouvert : délocalisation en dimension > 3

Si I'aléa est faible, il existe des vecteurs propres complétement
délocalisées.

Conjecture : localisation en dimension 2

Quelque soit |'aléa, les vecteurs propres sont localisés (peut-étre avec
décroissance lente.)

Localisation en dimension 1

Quelque soit I'aléa (a # 0), on a localisation sur tout le spectre (avec un
régime critique en o = N~1/2).

Raphael Ducatez Modéle d’'Anderson et produit de matrices aléatoires



Le modéle d'Anderson a une dimension.
Les théorémes limites pour les produits de matrices aléatoires

Modéle 3 une dimension et produits de matrices aléatoires.
La localisation en une dimension

II-Modéle a une dimension et produits de matrices aléatoires.
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it de matrices aléatoires
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Le modéle d'Anderson a une dimension.
Les théorémes limites pour les produits de matrices aléatoires

Modéle 3 une dimension et produits de matrices aléatoires. sl 5 :
La localisation en une dimension

Diagonalisation et produit de matrices aléatoires

Remarque : u, est vecteur propre de H avec valeur propre A ssi

Upt1 = (Vn(w) - l)un —Upn-1

T )
() o (z)

Conclusion : il suffit d’étudier M, =TT;_; Ta(vk(®))
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Le modéle d'Anderson a une dimension.
Les théorémes limites pour les produits de matrices aléatoires

Modéle 3 une dimension et produits de matrices aléatoires. oL 5 :
La localisation en une dimension

Norme de produit de matrices aléatoires

T des matrices aléatoires 11D, x € S9, x, H% ’;8“,5 = log(||Mnxol|)
||Mk+1XO|| = MkXO =
Sn = log( = 2 o8l Tiramr==rl) = 2 log(l| Tkraxll)
H [Mixol| kg’o [[Miex || kgo

@ On a une somme de variables yx = log(|| Txr1xkl|)-
@ X est une chaine de Markov sur S (espace compacte)

o |l existe u une mesure sur S? qui soit invariante pour ce processus
de Markov.

Heuristique : pour |i — j| grand, y; et y; seront « presque indépendant ».
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Le modéle d'Anderson a une dimension.
Les théorémes limites pour les produits de matrices aléatoires

Modéle 3 une dimension et produits de matrices aléatoires. oL 5 :
La localisation en une dimension

Théoremes limites pour les produits de matrices aléatoires

@ Exposant de Lyapunov (loi des grands nombre) : Il existe ¥ € R tel
que presque siirement on a

1
—log (| Mxoll) > ¥

@ (TCL) Il existe o € R tel que on a la convergence en loi
1
Vn

o (Donsker) Pour t € [0, T] on pose

(log(||Maxo|) = yn) = .#°(0,06?)

_ L
~n

Alors X,(t) converge en loi vers o B; le mouvement Brownien.

Xn(t) (log([IM e xoll) — ¥Lnt])
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Le modéle d'Anderson a une dimension.
Les théorémes limites pour les produits de matrices aléatoires

Modéle 3 une dimension et produits de matrices aléatoires. S 5 .
La localisation en une dimension

Retour a la localisation une dimension.

Quelque soit I'aléa (a # 0), on a localisation sur tout le spectre J

Les matrices Ty (vk(®)) ne sont pas indépendantes car
A =A(vi(0),v2(@),- -, vn(®)).
o il faut ajouter une « coupure » aléatoire ny sur [1,N].

e Construire uy (k) de la maniére suivante
u{(k) 15, Ta(vi)uo si k<ny

up (k) = - .
ui’(k) {Vk+1 Tll(v,-)uN si k>ny

Positivité de |'exposant de Lyapunov

Quelque soit I'aléa si o # 0 alors y > 0.
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d’'Anderson a une dimension.
NP . . . . P es limites pour les produits de matrices aléatoires
Modéle 3 une dimension et produits de matrices aléatoires. . Pe *P
La localisation en une dimension

Conclusion

Un vecteur propre uy (n) et log(uy (n)? + uy(n+1)?)
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Le modéle d'Anderson a une dimension.
Les théorémes limites pour les produits de matrices aléatoires

Modéle 3 une dimension et produits de matrices aléatoires. S 5 .
La localisation en une dimension

La fin

Merci de votre attention.
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