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Modèle d’Anderson.

Modèle d’Anderson (1958)

Sur Ω = [0,L]d ∩Zd

i∂φ = (−∆ + αVω )φ = Hφ

avec ∆ le laplacien sur Ω, et Vω un potentiel aléatoire.

(∆φ)(x) = ∑
x∼y

[φ(y)−φ(x)] (Vω φ)(x) = vx (ω)φ(x)

où vx sont des variables aléatoires iid. (Figure α = 0, α 6= 0)
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Des vecteurs propres du Hamiltonien d’Anderson

Un vecteur propre dans le cas sans ou avec désordre.
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Cas à une dimension

.
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Transport balistique et localisation dynamique.
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État de l’art

Localisation en dimension ≥ 2
Si l’aléa est suffisamment fort, on a la localisation partout.
Quelque soit l’aléa, on a la localisation sur les bords du spectre.

Problème ouvert : délocalisation en dimension ≥ 3
Si l’aléa est faible, il existe des vecteurs propres complètement
délocalisées.

Conjecture : localisation en dimension 2

Quelque soit l’aléa, les vecteurs propres sont localisés (peut-être avec
décroissance lente.)

Localisation en dimension 1

Quelque soit l’aléa (α 6= 0), on a localisation sur tout le spectre (avec un
régime critique en α = N−1/2).
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II-Modèle à une dimension et produits de matrices aléatoires.
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Diagonalisation et produit de matrices aléatoires

Remarque : un est vecteur propre de H avec valeur propre λ ssi

un+1 = (vn(ω)−λ )un−un−1

⇔
(
un+1
un

)
=

(
vn(ω)−λ −1

1 0

)(
un
un−1

)
⇔
(
un+1
un

)
=

n

∏
k=1

Tλ (vk(ω))

(
u1
u0

)
,

Conclusion : il suffit d’étudier Mn = ∏
n
k=1Tλ (vk(ω))
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Norme de produit de matrices aléatoires

Tk des matrices aléatoires IID, x0 ∈ Sd , xn = Mnx0
‖Mnx0‖ ,Sn = log(‖Mnx0‖)

Sn = log(
n−1

∏
k=0

‖Mk+1x0‖
‖Mkx0‖

) =
n−1

∑
k=0

log(‖Tk+1
Mkx0

‖Mkx0‖
‖) =

n−1

∑
k=0

log(‖Tk+1xk‖)

On a une somme de variables yk = log(‖Tk+1xk‖).
xk est une chaîne de Markov sur Sd (espace compacte)
Il existe µ une mesure sur Sd qui soit invariante pour ce processus
de Markov.

Heuristique : pour |i − j | grand, yi et yj seront « presque indépendant ».
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Exposant de Lyapunov (loi des grands nombre) : Il existe γ ∈ R tel
que presque sûrement on a

1
n
log(‖Mnx0‖)→ γ

(TCL) Il existe σ ∈ R tel que on a la convergence en loi

1√
n

(log(‖Mnx0‖)− γn)→N (0,σ2)

(Donsker) Pour t ∈ [0,T ] on pose

Xn(t) =
1√
n

(log(‖Mbntcx0‖)− γbntc)

Alors Xn(t) converge en loi vers σBt le mouvement Brownien.
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Retour à la localisation une dimension.

Quelque soit l’aléa (α 6= 0), on a localisation sur tout le spectre

Les matrices Tλ (vk(ω)) ne sont pas indépendantes car
λ = λ (v1(ω),v2(ω), · · · ,vN(ω)).

il faut ajouter une « coupure » aléatoire nλ sur [1,N].
Construire uλ (k) de la manière suivante

uλ (k) =

{
uf

λ
(k) = ∏

k
i=1Tλ (vi )u0 si k ≤ nλ

ub
λ

(k) = ∏
N
i=k+1T

−1
λ

(vi )uN si k ≥ nλ

(1)

Positivité de l’exposant de Lyapunov

Quelque soit l’aléa si α 6= 0 alors γ > 0.
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Conclusion

Un vecteur propre uλ (n) et log(uλ (n)2 +uλ (n+1)2)
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La fin

Merci de votre attention.
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